



























































IV. L'approximation classique
L'équation III.2.4. ci-dessus, pour la fonction de partition translationnelle d’une particule

de gaz parfait peut-s’écrire

V
Qerans = 5 - V.1

ol A a les dimensions d‘une longueur. On l'appelle « longueur d’onde thermique de
de Broglie », pour les raisons suivantes. L'énergie moyenne d'une telle particule vaut

<e>=3/2 KT. En mécanique classique, on écrit I'énergie translationnelle d‘une particule

sous la forme p?/2m (ou p est la quantité de mouvement). En combinant ces deux
relations on trouve

p = (3ka)”2 L IV.2

or la longueur d'onde de de Broglie associée a une particule de quantité de mouvement p
vaut : A=h/p. On en déduit que

5 1/2
A= h o V3
(Bka]

ce qui, a une constante prés (voisine de |'unité), est équivalent a A.

La condition d’applicabilité de la statistique de Boltzmann (équation III.1.5) peut alors
s'écrire

"
"N
A << 1 .. IV.4

or, (V/N) est le volume occupé en moyenne par une particule dans un systéme
homogéne a I'équilibre. L'équation I1V.4 s’écrit donc

A3
<< 1 ..IV.5
Vv

particule

La traduction de cette relation est la suivante : la statistique de Boltzmann s’applique
lorsque A est petite devant la dimension de |'espace occupée en moyenne par une
particule du systéme. Dans ces conditions, les effets quantiques deviennent négligeables.
La particule peut-étre considérée en trés bonne approximation comme « localisée ». On
se situe a la /imite classique de la mécanique quantique.
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IV.1. La fonction de partition classique

On va chercher a construire une expression de la fonction de partition (dans I'ensemble
canonique) sur les bases de la mécaniqgue classique. L'objectif n’est pas de faire du
formalisme par plaisir. On verra que l'on ne peut démontrer quelques relations
importantes pour la chimie (comme le théoréme d’équipartition de I'énergie) que dans le
cadre de |'approximation classique.

L'idee est assez simple. Il s’agit d'écrire une relation de ce type

-H(Q, QP - Ps ) /KT
qclassique = ffe el Bl dqldps P [ 7% I

L'énergie n'étant plus quantifiée, on transforme la somme en intégrales. Il faut alors
trouver |’équivalent classique de I'énergie E;. Plusieurs possibilités sont ouvertes pour
cela. La plus efficace consiste a utiliser 'Hamiltonien classique H. La fonction H de
Hamilton s’écrit, pour une particule :

H(qi,qz,...qs;p],pz,...ps) = K(pl,pz,...ps) + U(ql,qz,...qs) . IVL1.2

ou K est I'énergie cinétique de la particule. Elle ne dépend, en mécanique classique non
relativiste, que des quantités de mouvement p;.

U est I’énergie potentielle qui ne dépend que des coordonnées q;.

Dans cette expression, s est le nombre de degrés de liberté nécessaire pour définir I'état
du systéme. Par exemple, dans le cas d’une masse ponctuelle trois coordonnées sont
nécessaires (en coordonnées cartésiennes : q;=X, g:=Y, g3=z), auxquelles on associe
trois quantités de mouvements (dites-conjuguées) : pi=px=mvy, P2=py=MVy, P3=pP;=MV,.

Le dernier point a considérer pour construire la fonction de partition classique est la
nécessité d'une équivalence stricte avec la fonction de partition que I'on a définie plus
haut dans le cadre général quantique. Un simple examen de la relation IV.1.1 montre
que le membre de droite n’est pas sans dimension, comme devrait I'étre la fonction de
partition. On montre en effet qu’il faut corriger cette expression de la fagon suivante pour
obtenir une « vraie » fonction de partition

g #ff ﬁindpi e H@mQip ) KT g o
w1

On généralise cette expression a un systéme formé de N particules atomiques

11 - -
= N_[hﬁf"'f 1—-[dqldpI e-H(Q1a---Q3NaP1----pm)/kT L Iv.1i.4
. =1

Dans le formalisme présenté ici, on a introduit des coordonnées notées g, et des
quantités de mouvement conjuguées, notées p;,. On dit que ces coordonnées et ces
quantités de mouvements sont généralisées. En effet, on peut montrer, dans le cadre
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général de la mécanique de Lagrange-Hamilton, que les équations du mouvement y sont
indépendantes du systéme de coordonnées (cartésiennes, polaires, ...). Ce n'est pas le
cas dans le formalisme de Newton (voir McQuarrie, Statistical Mechanics). Lagrange a
introduit pour cela une fonction L=K-U et a développé un formalisme dans lequel les
équations du mouvement s'écrivent sous la forme de dérivées de L par rapport aux g; et

a leurs dérivées (,. Dans le formalisme d’Hamilton, on introduit la quantité de

g ke al N —
mouvement généralisée p, =|——|. L'Hamiltonien est défini par H = Eipj Qy—L; et les

aq
équations d’Hamilton, toujours invariantes par rapport au systéme de coordonnées,
s'écrivent cette fois en fonction des g et des p;. Le point crucial est alors que
I"Hamiftonien est égal a l’énergie totale du systéme, comme indiqué dans la relation
IV.1.2. D’ou son utilité pour construire la fonction de partition sur des bases classiques.

Considérons, en guise d’application, un cas simple, celui d'une masse ponctuelle soumise
a un potentiel harmonique a une dimension x (oscillateur harmonique classique).
L'Hamiltonien de la particule s'écrit simplement

Py . 1
H=K+U="24+-kx* .. IV.1.5

2m 2
L'état complet du systéme peut-étre représenté a un instant t par un point de
coordonnées (x,px) dans un espace a deux dimensions appelé espace des phases du
systéme. La trajectoire du systéme dans son espace des phases est ici une simple ellipse.
Dans un systéme dynamique comprenant s degrés de liberté, l'espace des phases
possede 2s dimensions. Cette notion d’espace des phases est trés utilisée dans I'étude
des systémes dynamiques complexes en chimie, physique et biologie (réactions
oscillantes, structures spatio-temporelles issues du chaos déterministe, ...).

IV.2. Théoréme d’équipartition de I'énergie

Considérons un systéme physico-chimique pour lequel I'Hamiltonien classique s'écrit

H =xH s 85 By ee ) = F 30} 4 FU{ G 0 BB P B ) 22

avec Hi=ap;® (un terme quadratique d‘une quantité de mouvement).

La moyenne de H; dans I'ensemble canonique s'écrira

) - J---f(da,...dp,) e, _ [dpHe™ [-..f(da,...dp.dp,,...dp,)e*"
| f"-f(dql---dps)e‘ﬁ’” fdpi e f...f(dql...dpL,dpm...dps)e'ﬁ“'

sis IV22

ce qui se simplifie en
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aln| [ dpe™®"

<Hi> . o = %kT L Iv.2.3

C'est le théoréme d’équipartition de Il’'énergie: pour un systéme a l|équilibre
thermodynamique a température T, chaque terme quadratique indépendant de
I'hamiltonien classique contribue pour 1/2kT a I'énergie moyenne du systéme.

Quelques exemples :

- Une particule de gaz parfait : H = 1/2m (p2+ py*+ ps°) ; <H> = 3 (1/2) kT

- L'oscillateur harmonique & une dimension : H = p,%/2m + 2 kx? ; <H>=2 " 1/2kT

- Le mouvement Brownien : considérons une particule en suspension dans un fluide. Son
hamiltonien classique peut s’écrire comme la somme de son énergie cinétique de
translation et d'un terme supplémentaire qui comprend toutes les autres contributions
(notamment son interaction avec le milieu ambiant)

U I )
Hos 2 = (Px+ p2+ pz) +H .1v.2.4

chaque terme quadratique contribue pour Y2 kT a I'énergie moyenne. Dans une direction
de l'espace quelconque x, on trouve

Z
<p_x> - <lmv§> Lkt woas
2m 2 2

(vi) =kT/m...1v.2.6

et donc

La dispersion de la vitesse dans la direction x, autour de la moyenne <V,> s'écrit
Vx

2
ol = (Vi)—(VX> et comme la vitesse moyenne de la particule est nulle (moyenne sur

un temps long), on trouve

(of,x )1/2 = ((vi))m = (%T]m o INL2.7

La vitesse instantanée de la particule en suspension est donc différente de zéro. Elle
fluctue constamment autour de <V,>=0. Sa valeur dépend de sa masse et de la
température du systéme. C'est la démonstration de l'origine physique du mouvement
brownien. Cette démonstration constitue le début d‘un célébre article d’Einstein, publié
en 1905 dans Ann. Phys. Et qui se conclut par les formules permettant de calculer le
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coefficient d'autodiffusion d’une particule dans un fluide en fonction de son déplacement
carré moyen

1 2
b = Lxma<|r(t) = r(O)‘ > L 1V.2.8

IV.3. Théorie des fluides moléculaires : le modéle de van der Waals

Nous abordons dans ce chapitre la question de la prise en compte des interactions entre
les particules composant un systéme physico-chimique donné. Il s'agit d'évaluer la
capacité de la thermodynamique statistique analytique, telle qu’on I'a développée ici, de
rendre compte du comportement de systémes réalistes, au-dela du cas d’école du gaz
parfait.

On considére un fluide monoatomigue constitué de N particules identiques. Son
hamiltonien classique s'écrit

H = L(i (s p;)] 0 Kprns s TGS

ol U est I'énergie potentielle totale d’interaction des particules entre elles.

La fonction de partition dans I'ensemble canonique s'écrit

1

Q=Nian?

.. IV.3.2

avec
Z= [ f (% dz,) €™ 133

Z est appelée intégrale de configuration. Le probléme central est évidemment le calcul de
Z. 1l faut pour cela se donner un modéle pour l'interaction entre les particules. On
considérera que celles-ci interagissent selon un potentiel additif de paires

1
U-=Fu(n) . 1v.3.4
2 i j=i
ux(r;) est I'énergie potentielle d’interaction entre une paire quelconque de particules

situées a une distance ry. Dans le modéle de van der Waals, la forme de ce potentiel de
paire est celle des «sphéres dures attractives »
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B o N3
u2(rij) =0, <l
ce potentiel de paire est schématisé ci-dessous
uz(ri)
A
I'o >I'ij
-UU

Le calcul de U se fera a |'aide de ['hypothése de champ moyen. On considére que chaque
particule se déplace dans un champ uniforme créé par les N-1 autres particules

N

za(xi,yi,zi)... 1V.3.6

=1

U=

B | =

On peut alors factoriser Z

Z= [f dxdydz e‘”_/z*‘T]N . IV.3.7

En raison du « volume exclu » que représente |'existence d'une sphére dure impénétrable
pour rij<rp, on écrit Z sous la forme

N
No=
Z= l(vdisponible) e_U/Zle .. IV.3.8

Le volume disponible est égal au volume total du récipient moins le volume exclu. La
présence d’une particule i écrante en effet, pour le centre de masse des autres
particules, un volume de 4/3xnry>. On trouve

2t
3

~ V- N(

3
N—j4ﬂ% ) = V= Nb L IV39

Vdisp = V- [T
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La fonction de partition s'écrit alors

Q= ﬁ(V— Nb)N e MK 139

On peut calculer le potentiel moyen dans I'hypothése d’une densité de fluide uniforme

- % ¥ E , N N
u= Julr)jdNfr}j=-|dru,|-2|4nr-—=-2a— O . 1Y N |
Juf)ant) - aru)anr § - 22
aveca = 2/3 nrgug= b up
On trouve enfin
N 5
Q= NIIA3N (V—Nb) M V312

qui est la fonction de partition du fluide de van der Waals. On vérifie en effet, par le
calcul des grandeurs macroscopiques, que ce modéle correspond bien a celui du gaz réel
de van der Waals tel gu’on I'a vu en thermodynamique classique.

La conclusion que I'on peut tirer de ce calcul est qu’il est effectivement possible d‘obtenir
une solution analytique pour la fonction de partition d'un systéme de particules en
interaction. Le prix a payer est toutefois assez lourd. On n’obtient ce type de résultat
qu‘au moyen d’hypothéses fortes. Le réalisme de la description du systéme, surtout du
point de vue quantitatif, est alors fortement compromis. Une alternative existe
aujourd’hui a I'approche analytique. Il s’agit de I‘approche numérique. Nous la
présentons trés briévement ci-dessous.
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V. Retour aux ensembles statistiques : introduction aux méthodes de
simulation moléculaire

V.1. La thermodynamique statistique numérique

On se souvient que le premier but de la thermodynamique statistique est de calculer des
moyennes d’ensemble, que I'on identifie 8 des grandeurs macroscopiques. Cela ne résout
pas tous les problémes puisqu’il n‘existe pas d’'équivalent microscopique de l'entropie par
exemple. Mais le calcul des moyennes d’ensemble est une étape incontournable. Pour ce
faire, on est passé par la notion de probabilité (de trouver un systéme dans I'état j avec
I’énergie E;j), laquelle contient la notion clé de fonction de partition. La fonction de
partition est la grandeur qu’il faut calculer, ou estimer, pour obtenir une description
analytique d’un systéme physico-chimique. On vient de commenter ci-dessus les limites
de cette méthode.

L'alternative qui a été proposée il y a quelques dizaines d’années seulement consiste a
effectuer les calculs de thermodynamique statistique par la voie numérique, plutét
qu'analytique. Il s’agit d'effectuer des moyennes directes de grandeurs mécaniques
microscopiques sur un échantillon de I'ensemble statistique. Cet échantillon est engendré
numériquement a l'aide d‘algorithmes spécifiques.

Imaginons un systéme physico-chimique (par exemple un liquide simple), composé de N
molécules a I'équilibre thermodynamique. On peut, a l'aide d'un ordinateur, engendrer
une représentation numérique de ce systéeme en attribuant aux molécules du fluide des
coordonnées de position (et d’orientation le cas échéant), de telle sorte que la

configuration ainsi créée soit représentative, a I'échelle microscopique, du fluide en
question. Il existe plusieurs critéres pour construire une telle configuration.

A partir de cette configuration initiale, on peut ensuite engendrer, toujours
numériqguement, une suite de configurations du méme systéme. Si ces configurations
sont toutes représentatives du systéme a I'équilibre, et si le nombre A’ de configurations
engendrées est suffisamment important, on obtient alors un échantillon représentatif de
I'ensemble statistique. 1l suffit ensuite de calculer la valeur de la grandeur mécanique u
qui nous intéresse, et d’effectuer une moyenne directe sur les A” configurations

1 &
<U>A' - Eg:u,. V.11

On obtient ainsi une estimation de la moyenne d'ensemble qui sera d'autant meilleure
que A’ sera grand, pourvu bien slr que |’échantillon soit représentatif de I'ensemble
statistique. On a ainsi contourné le probléme du calcul de la fonction de partition.

Les deux méthodes principales de thermodynamique statistique numérique, appelées
plus couramment simulations moléculaires, sont décrites ci-dessous.
V.2. Les méthodes de Dynamique Moléculaire et de Monte Carlo
Ces deux méthodes se distinguent par la facon dont I’échantillon de configurations est
engendré. Dans la méthode de Dynamigque Moléculaire (DM) on calcul pour chague

configuration la trajectoire des molécules par intégration numeérique des équations du
mouvement, et l'on propage, pendant un intervalle de temps &t les coordonnées de
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celles-ci le long des trajectoires calculées. Le calcul est recommencé au pas suivant. On
engendre ainsi B’ configurations.

ot ot ot ot
—> —» —» —>

BI

Dynamique Moléculaire

—

¢ Monte Carlo ¢

AI

Voici en quelques mots comment fonctionne I'algorithme de Dynamique Moléculaire. A la
limite classique, la connaissance de I'énergie potentielle d’interaction entre les molécules
(qui est une donnée du modéle microscopique), permet de calculer la force qui agit sur
une molécule dans une configuration fixe donnée du systéme, par l'intermédiaire de
I'équation de Newton

Il existe plusieurs algorithmes pour effectuer I'intégration numérique de ces équations.
Le plus simple (et le premier proposé historiguement, et toujours largement utilisé) est
celui de Verlet. Il consiste a écrire les développements limités suivants

(tr 8t) = s(t) + 5t s(t)+ Lot s(t) .
“ LV.2.2

s(t-dt) - s(t) -8t s(t)+%6t2 s(t)+...
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Ou s(t) est une coordonnées moléculaire quelconque. Puis a effectuer la somme de ces
deux equations, a partir de laquelle on obtient

s(t+dt) = 25(t) - s (t-8t) + 5t s(t) +...0(4) V.23

Ce propagateur est exact a I'ordre 4 prés. Il permet de calculer s(t+&t) en connaissant
seulement les coordonnées a t et t-8t, ainsi que la composante de l'accélération qui est
donnée par I’'équation V.2.1.

La méthode de Monte Carlo consiste quant a elle, 8 engendrer les A’ configurations
successives du méme systéme de fagon aléatoire par un simple déplacement d’une ou
plusieurs particules dans le systéme. Cette méthode est plus efficace que la Dynamique
Moléculaire, car elle ne nécessite pas le calcul des forces, ni l'intégration des équations
du mouvement. Les informations dynamiques sont en revanche perdues.

Le probléme central de la méthode de Monte Carlo est celui de I'algorithme de création
d’une configuration n+1 a partir d’'une configuration n. Un simple déplacement aléatoire
d’une particule peut en effet engendrer une configuration physiqguement tres improbable
(en dynamique moléculaire, c'est la «dynamique naturelle » qui garantit Ila
représentativité des configurations successives). L'objectif est de faire en sorte que
chaque configuration apparaisse dans l'échantillon engendré avec une probabilité
correspondant a celle de I'ensemble statistique considéré (« probabilité de Boltzmann »).
Pour cela, on impose un critére d'acceptation de la configuration n+1 de telle sorte que
sur un nombre suffissmment important de configurations, |'échantillon engendré soit
représentatif de I'ensemble statistique. Ceci conduit concrétement a accepter toute
nouvelle configuration dont I’énergie potentielle totale d’interaction est inférieure a celle
de la configuration n, et lorsque celle-ci est supérieure a 'accepter avec une probabilité
P=exp[-(Un+1-Un)/KT].

Les méthodes de simulation moléculaire sont devenues trés populaires aujourd’hui dans
la communauté scientifique, aussi bien académique qu’industrielle (voir exemple
http://www.fomms.org/). L'augmentation spectaculaire de la puissance des ordinateurs,
alliée au perfectionnement continuel des algorithmes, font de ces méthodes des
compléments souvent indispensables des expériences ainsi que des approches théoriques
analytiques. Une présentation plus détaillée de ces méthodes sera proposée dans |'option
« modélisation moléculaire » de 2A.
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